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Zur sinflinrung der Vextorrschnung in der Schule

Bduard Cejnek, Wien
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+

Klzggen eeriontater Strecken mit gielicher ichtung und zloicner
Liange) eingafinrt, Jie Pfe

ilklassen w=a2rasn zter nraktlecn mar
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Aer Vektorrechnung werden fast ausscnlieliich nur menr eirngelra

Fieile 218 sog2nannte Xeprdsentantam dor »pleollKloscen verwendet,
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allgemsineren Jusamm=nnaeng gesehen wivd,

1) warum unterrichten wir Vekwtorrecnrang?

Als inwort auf diece Frage Kann men zunficnst innermathematlicche
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Die Behundlung dieser Frage wiirde jedoch den Zeitrahmen dieses

Vortrags sprengen, obwochl sie grundsdtzlich wichtig wéare.

2) Vorkenntnisse aus der Unterstufe

a)

D)

Die Zahlengerade

-3 -2 -1 o 4 2 E)
Jeder reellen Zahl entspricht ein Punkt der Zahlengeraden

und jedem Punkt der Zahlengeraden entspricht eine reelle
Zahl. Zur Darstellung der reellen Zahlen und zur Veran-
schaulichung der Kleiner-Ordnung erscheint mir die Pfeil-
darstellung der Zahlen iberfliissig zu sein, Lkrst wenn

man Rechenoperationen veranschaulichen will, wird die
Pfeildarstellung zweckmé&ssig,

Zahl Zahl Zanl ‘ 5 -
(=2) + 5 = 3 o ; ' : ! +

v 0 v -2 o 3
Punkt Pfeil Punkt

(Vergleich: 1, Summand: Kontostand, 2., Summand: Veridn-
derung des Kontostandes, Summe: Neuer Kontostand)

Die Subtraktion wird auf die Addition zuriickgefiihrt:

1 -4 = =3 B -4

&—t + + *

1+ (~4) = -3 -3 o 1
Translation

b1) Gleichgerichtete, gleichlange Pfeile als Bahnen von
Punkten bei Auffassung als (physikalische) Verschie-
bung, (In der Physik ist der Begriff Translation
allgemeiner, ndmlich als Bewegung, bei der alle
Punkte eines K&rpers kongruente Zahnen beschreiben.)

b2) Pfeile sind nur Konstruktionslinien, um aus den
Originalpunkten die Bildpunkte zu finden bei Auf-
fassung der Translation als geometrische Abbildung,

Mir erscheint es nicht notwendig, den Eegriff des
Vektors (als Pfeilklasse) hier einzufiihren., An dieser
Stelle ist er nur ein neuer Name, mit dem nichts weiter
angefangen wird. AuBerdem wird dadurch der Vektorbe-
griff bereits in eine bestimmte (geometrische) Richtung
gelenkt und bleibt nicht offen filir die Behandlung in
der Oberstufe,




3)

vas ist ein Vektor?

Nach der Ublichen heutigen Auffassung ist ein Vektor ein
“lement eines (recllen) Vektorraums. Als abstrakte

mathematiscne Struktur scheint der Vektorraumbegriff als
sivgtiez v die Vektorrechnung fiir die Schule aidaktisch

niont £2eign=t zZu sein, Men sollte ein kenkretes Meodell

gtzi_en und denit zrheiten, Allenfalils kdnrnte man am
e angs al8 aostirakte Varalilgemeinerung der
tehardae’ten Modellie dies Strukitur VakTorraum Zefinieren,
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Gentigt nicht ein einziges Modell?

Ublicherweise wird windestens ein geometrisches und ein
algebraisches Modell verwendet, um analytische Geometrie
betreiben zu kdnnen (Ldsen von geometrischen Problemen
auf algebraischem Weg), aber auch um algebraische Probleme
geometrisch behandeln zu konnen (z.B, Losungsméglich-
keiten eines Gleichungssystems zu studieren),

Dabei kann der Standpunkt eingenommen werden, daZ man
zuerst ein Mcdell (geometrisch oder algebraisch) voll-
kommen vorstellt und dann erst das entsprechende andere
Modell (algebraisch oder geometrisch) einfiihrt.

Man kann aber auch moglichst bald nach Einfiihrung des
ersten Modells ein zweites vorstellen und ihre einander

entsprechenden GesetzmdRfigkeiten nebeneinander behandeln.

a) Zuerst Einfiihrung eines geometrischen Modells (z.B,
Pfeilklassen) und dann nach Einfithrung von Basis-
vektoren oder eines Koordinatensystems ein algebra-
isches Modell,.

Gewisser Vorteil: Anschaulichkeit, falls man nur
einzelne Pfeile als RepriZsentanten der Pfeilklassen
betrachtet,

Nachteile: Aneinanderhingen von Pfeilen bzw. Streckung
von Pfeilen wird keineswegs intuitiv als "Addition"
bzw. "Multiplikation mit einer reellen Zahl" aufge-
faBt, Bei jedem Gesetz ist bei seinem Nachweis die
Unabh&ngigkeit von der Auswahl des Repridsentanten

zu zeigen, Aquivalenzklassenbildung erscheint zunidchst
etwa gekiinstelt., Sie kdnnte als fiir einen Vektor
charakteristisch angesehen werdeh.

b) Zuerst ein algebraisches Modell (Zahlenpaare, Zahlen-
tripel), dann ein geometrisches Modell nach Einfiihrung
eines Koordinatensystems.

Vorteile: AnschluB an die Unterstufe: Rechenoperationen
und Rechengesetze sind weitgehend denen von reellen
Zahlen gleich. Motivation fir die Bezeichnung
"Addition" und "Multiplikation mit einer reellen Zahl"
ergeben sich fast von selbst,
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Kquivalenzklassenbildung beim geometrischen Modell
erscheint jetzt natlirlicher, da alle Pfeile, die einem
bestimmten Zahlenpaar (Zahlentripel) entsprechen, zu
einer Klasse zusammengefafl3it werden,

Unabhédngig von der Reihenfolge der Zinfilhrung der Vektor-
raummodelle sehe ich einige grunds&dtzliche Nachteile des
Ffeilklassenmodells:

1) In der snalytischen Geometrie (Hauptanwendungsgebiet)
wird mit Zsahlenpaaren bzw. Zahlentripeln gerechnet,

2) Die Vorstellung Vektor = Pfeilklasse ist unnatiirlich,
eher die Vorstellung Vektor = Pfeil, Man spricht vom
Urtspfeil eines Punkteg, von Richtungspfeilen einer
Geraden, Auch in der Physik treten Vektoren fast
immer als Pfeile auf,

3) Pfeilklassen werden nicht addiert bzw, mit reellen
Zahlen multipliziert, Zs werden nur Pfeile "anein-

andergehidngt" bzw. "gestreckt",

4) Beim Skalarprodukt erscheint die Pfeilklassenvor-

stellung vdllig inadéquat,

Vorstellung eines didaktischen Konzepts zur rminfiihrung der

Vektorrechnung

— e B
hlenpaare (Zahlentripel) eingefiinrt :

Zundchst werden Za
und gezelgt, ds8 man mit ihnen rechnen Kann., Damit
wire ein Modell fiir einen Vektorraum vorgestellt und
man ist berechtigt, von Vektoren zu sprechen.,

Meist werden mit dem Vektorvegriff auch geometrische:
Vorstellungen verbunden. Die Zahlenpaare (Tripel)

werden zwelfach geometrisch gedeutet, damit bei Anwendungen
die jewells giinstigere Deutung verwendet werden kann.

Pie Rechenop2rationen werden ebsnfalls anschaulich ge-

deutat, aver nicht geometriscn definiert,

Damit ist dasg Eetreibven von analytischer Gecometrie méglich,
Dabei wird nur ein Vektorraummodell vorgestellt, Der
Begriff Vektor bleibt immer ein algebraischer Begriff,

auch wenn er anscnaulich dargestellt wird.
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Die Zusammenfassung von Pfeilen, die dasselbe Zahlenpaar
darstellen, unterbleibt, dz sie nicht notwendig ist., Sie
ware nur notwendig, wenn man beweisen wollte, daB die
Pfeilklassen einen Vektorraum bilden., Ebensc wichtig wire
aber der Vektorraum der Ursprungspfeile.

Motivation fir die Einfilhrung von Zzhlenpaaren bzw. Zahlen-

tripel:

Tatsachen, die durch zwei oder drei Zahlen dargestellt

werden, Z.B, Blutdruck (150/90), Binkauf einer ware

(Menge, Preis pro Mengeneinheit), Charakterisierung eines
Trabrennpferdes (Alter, bisherige Gewinnsumme, Héchstleistung)

Verkauf von Sportpreisen einer Firma im Jahr 1982

(in 1000 S)
uartal Quartalsweise
waren= 1. 26 3. 4, zusammengefaflt:
art
Pokale 652 581 473 610 652\ 581 473\ [610
Medaillen 143 126 118 192 143 126 118 192
Urkunden 25 28 35 42 25 j 28 | 35 , 42

Rechnen mit Zahlenpaaren

Addition von Zahlenpaaren:

Motivation durch ein Anwendungsbeispiel, etwa die Halb-
Jahreseinnahmen der Sportpreisfirma.

RS I ey

Um die Rechengesetze filir die Addition von Zahlenpaaren kurz
formulieren zu kénnen, filhren wir als Bezeichnung von
Zahlenpaaren GroBbuchstaben A, B, C, ... ein.

Gesetze der Addition von Zahlenpaaren

(Sdtze, die man durch Zuriickfithren auf die Grundgesetze
des Rechnens mit reellen Zahlen beweisen kann.)

Y4,B € R? : A+B =3B +A
YA,B,C € RZ: (A+B) + C = A + (B+C)
36 € R2. sodaB Y4 € R2: A+ & = A

Ve R gibt es ein A€ RZ, 4 4+ AF - &




: -a
G = (%} y Bezeichnung: A* = - A, -A = 1}

&

2lten also praktisch gleiche Gesetze wie bei der
o

n reelier Zshlen,

dum sirii on der Rechengesetze mit Zahlenpaaren:
Umrormen v on Zanlenpaarausdriicken, dadurch Vereinfachung
des fusaruc<s und anschiliefBendes Berechnen durch Zin-

setzen gegebener JZahlenpaare, Lisen von Zanlenpaargleichun-

g2n mit uncekannten Zanlenpaaren,

J

iultiplikation einer resllen Zanhl mit =inem Zanlenpaar:

§

Movivation: ©ine Freisliiste um 15 » reduzieren, 4,h,
Jaden Preis mi%t 0,8% multiplizieren,
!k,a1\

velinition: A = a. | KoA = Kkaap} y k & R
< <
szgetze der Multiplikevion
. .o \ } 2 .
\fk,L = K ’ VA,B S :
Ko(L+B) = K,A + K,B
(5+1) o A = KoA + L.A
(k.1) o 2 = k,(1,4)
1 . A=A
o)

M . e 3 L . -y . . r‘/ - 0 N
minwels:  Dba damlt dle Vektorraamsirukzur des R gezelgt
L8, Kinnte man nier vereits den Bagrirf Vektoer ein-
fiinren, Zeasss2r jedcch erat nach fen Varansaonsulicnungen,

| 42

N Ny Y e I I ) 3
VR ENSC A LL0 h\.'\ﬂ‘.‘; el LANLaNRaaATe 00 R

Sy e , : S Y vt A
LACT Linluarung 2inss carvesisodaen Koordinaoon SVSLLmSs:

LS runKy

/ 1\\~—->?3 (eindeur _1,;.3;) ‘ -

und dufn oswsaten der

T3
o
{T
o3
V2
T
w3
(]
v
)
I.J
W
[
3
~
s
D
1
iy
%
o
o3
T
W
=

ektive Zuordnung dadurch nergestells,
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Wir bezeichnen Zahlenpaare mit denselben Buchstaben, mit
denen die Punkte bezeichnet werden, die die Zahlenpaare
veranschaulichen, ’p1>

P = Lpz

Genauso wie wir auf der Zahlengeraden zu den einzelnen

" runx<ien ene Zahlen schreiben, die ihnen entsprechen,

konnen w.r jetzt zu den Punkten der Ebene jene Zahlenpaare
(oder deren Bezeichnung) schreiben, die den Punkten ent_

sprechen, A A
l*"".(z)
| T
o )
-15 o 1 » g T
Veranschaulichung als Pfeil
Mit Funkten kann man Zustinde veranschaulichen:
pV-Diagramm A Zeit-Ortdiagramm
Vv 4 C am ng)
i)
l‘b_-k‘. Lio P oo e e ’
1 -b———?——-—'_ 20 -~ == == * :
. | |
i ; - i N S
10 10 T Con Po) 1 7 t Cam 'L)
Zahlenpaare konnen aber auch zustandsdnderungen beschreiben:
o B 10
A = stellt einen"Zustand" (etwa einen Lager-
10

bestand) dar.

(Zg) gibt die Veridnderung dieses Zustandes an.
Veranschaulichung: ]
20 1 B
—"
10 t-- - -
A <0
10 20 A0 -

Durch die Veridnderung (22) erhdlt man einen neuen Zustand,

der dvreh den Punkt B charakterisiert wird, Die Veranschau-
lichung der Veri#nderung vom Zustand A zum Zustand B ist eine
Strecke von A nach B (Pfeil mit Anfangspunkt A und Endpunkt B),




schaulicht werden Konnen, nennen wir Voo KD 0oREDN.

Ffeile, die dasselbe Zahlenpaar veronschaslichen (2lso

sleichgericntet und gleich sind),

¥y

Lang

>
% a. = - =
- AB a, Cl = a
k D

kann marn Zieich

vezelcnnen.

BN a, F ] ‘{c':?
™~ - o
A2 A = :
I'.:H
C q_\ N \ 2 ;
>

Warum drei verschiedene Begeichnungen fir Vektoren?
P n
fagt - /91 N SEg

A = e AB = a a = .
2 \22 o2

Damit bringen wir zum Ausdruck, wie wir ihn
als Punkt, als Pfeil von A nach B,

mit beliebigem Anfangspunkt.

wollen: zls Pfeil

varanschaulichen

h
N - 3
Bazelconmung: ADB ,(/22,/49P
A0t - - e s
A ¢
" Ny
Vad
4a
= i 0
Jer Pfeil AR ist eine Veranschaulichung des Zahlenpaares 7(
-
Di=se Veranscnaulichung ist jedcch nichnt eindeutig, dz die
jurch das Zahlenpewr dargestell® Veridnderung einen anderen
Ausgengszustand naben kann,
: X 200
T Dem Zahlenpszar Q’R\ antgprechen
\
WJ,,i/’* unendiich viela Pfeile, clie
| r,,/,,gﬂ ;% F gleich lang sind und dlie
i A r””’/* gleicne Ricatung haben,
| E
| — >
10
Umkehrung:
fay
AR = (eindeutig)
2;
Zahlenpaare, mit denen die vorhin erwdhnten necnenoperstionen
ausfilhrbar sind und die avf die bLescnrietzne seilse Varan=-
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Diese Vorgangsweise ist gar nicht so uniiblich, so

werden z.B, reelle Zahlen mit GroBbuchstaben, Klein-
buchstaben oder griechischen Buchstaben bezeichnet, je
nachdem ob man einen Flicheninhalt, eine Streckenlinge
oder ein WinkelmaB meint, Es werden sogar in ein und der-
selben Formel verschiedene Bezeichnungen fir reelle

Zahlen verwendet.

a b )
Z2.B. sifg. = SR (a, b,a, 3 sind reelle Zahlen)

Zusammenfassend:
Vektoren konnen durch Punkte und durch Pfeile veranschaulicht

werden.

Die Grundaufgabe fiir die analytische Geometrie lautet:
N
Wie berechnet man AB aus A und B ?

B
f:E

Y

|
e [\ -
\J ol

I
i
4
b‘\

b, G
Unabhdngig von der Richtung des Pfeiles gilt:
— - o)
B - (21“Z1> = <§1) - ?1) = B i
2792 2 2

—
in Worten: Das dem Pfeil AB zugeordnete Zahlenpaar erhilt
man als Differenz der &n Punkten B und A zugeordneten
Zahlenpaaren, (Kurz:"Spitze minus Schaft")

a) YPunkt~Pfeildeutung der Addition"

—_ .
Aus AB = B ~ A folgt A + AB =B

Daraus erkennt man, da8 bei einer Addition von Vektoren
der erste Summand als Punkt, der zweite Summand als Pfeil
und die Summe als Punkt gedeutet werden kann,
Z2.B. (40 ~20) (zo) /
(30) ¥ (50 80 B
—

A B B it

Land

26+t A

20
Diese Veranschaulichung stellt eine Verallgemeinerung
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der funkt~-rfeildeutung der Addition von

oy S
aulil 42T

‘onlengeraden dar,

Hinweis: &3 wird hier keinestfslls Verschiosdenes addiecrs:
donn efa werdar nur Zohlennaare addiexrt, diese zllerdings

riedeor veranesonaulicnt, »enn man etwa 4ds8 intervall

gutdad sicn der sustand B oer
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\ L ~
HIZ + puIw = AL
. N ) - ; p . L . . .
A DL pergan ARSI AR SR LR S TN I [ <“11.K., 5
N SR it T . o A P TSR SN &l
L Shmme R e T A s A s i SADURN AN RS BN
—_—
an veon Sfeilen™)
\ LT e D ; B 5 -
() IO S ST O ES S U Tt LY
2, P
i . g s H )
Ja - a L3 - Vol
| \/—- B
e
VLD TesgEEan L
\ o
o
(LR TIIC P I
8 D TNICK IR n Tl

3
i
)
-
.
u
i
+
L
<
2
[y
FameS
L
i
>
n
3
L2
s
3
—
O]
i

(




- 58 -

— —— P Y
2., AB = AC (Streckung des Pfeiles AB mit dem Faktor 2)
— —
Allgemein: k . AB = AC (k € R)

—
Der Pfeil, der AC veranschaulicht, ist k mal so lang
wie der Pfeil, der AB veranschaulicht und je nach Vor-
zeichen des Streckungsfaktors k gerichtet,

Beispiele zur Anwendung von Vektoren

Um geometrische Probleme ldsen zu konnen, bendtigt man nur
wenige elementare Strategien:

(1) Aneinanderhingen von Pfeilen
(2) Anhingen von Pfeilen an Punkten
(%) Konstruktion von Teilpfeilen

Diese geometrischen Operationen miissen in Operationen von
Zzhlenpaaren iibersetzt werden und umgekehrt.

1. Beispiel: Wie kann man von einem Punkt einer Geraden

alle anderen Punkte dieser Geraden erreichen?

. §
RN

T~ Al ri

P Q P X

—
Man mu8 an den Punkt P den Pfeil PX anhéngen. (X ein

-—
beliebiger Punkt der Geraden) Um PX 2zu erhalten, bendtigt
—
man zunichst einen weiteren Pfeil PQ , der auf der Geraden g
liegt. (Richtungspfeil der Geraden) Dazu ein weiterer Punkt
Q auf g notig.
N N
Algebraisiert: PX = t . EQ (t € R)
X variabel auf g, 1t variabel in R;
jedem X&g entspricht ein t &€ R und

umgekehrt.
—
X=-=P =1 . FQ
—
X'—'P*toPQ

(Parameterdarstellung der Geraden g)

Verwendet man als Richtungsvektor nicht einen, dessen Pfeil
in P beginnt, sondern eiren, der durch einen beliebigen Pfeil

auf der Geraden g dargestellt wird, so schreibt man:

X = P+t.%
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Hinweis: Bei der iiblichen Darstellung ; = 5 + t . g
- _ S
kann man a) X, p als Ortsvektoren, g und damit t . g
als Pfeilklasse auffassen. (Addition von

4lementen verschiedener Vektorrdume,)
R - — - .
b) x, pund g als COrtsvektoren auffassen,

P . -
¢c) %X, pund g als Pfeilklassen suffassen,

Die zugendrigen Zeichnungen sind nicht so einfech (besonders

in ¢)) wie die im oben angefiinrten Belisvpiel,

2. peigpiel: DBewels der Invarianz der Streckenlidnge Del

einer Translstion ("Liangentreue"),

- . - ) N - -
Durstelliung einer Translation: o= X +a

(a2 : Transiationsvektor, X: Originalnunkt, X’: Bildpunkt)

P—p’ QP -

“ehauptung: Py = P'Qf

Beweis: P’ = P +
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